
19 兩則算術遊戲 

 

19.1 移動遊戲 

假設遊戲者為甲、乙兩人且甲先玩，並遵守下列規則：遊戲者必須輪流從 

1 2 3 4 5  

中選擇一數，但不可重複對方剛選的數。如此下去，將兩人所選的數字累加起來，當累

加至一個給定的正整數N 者算贏（動彈不得或故意讓累加的數字超過所給定的數字N 者

算輸）。問：哪些正整數N ，乙方有必勝的策略？並證明你的答案。 

 

19.2 495真美！ 

給定一個數字不全相同的三位數，把它的數字重新排列，會得到最大與最小的兩個數（例

如：給定 207，得到的最大數為 720，最小數是 027）。將最大數減去最小數得到一個新

的三位數，這個過程稱為一次操作。以 207 為例，經過多次操作之後有如下的結果 

207 720 027 693 963 369 594

954 459 495 954 459 495 495.

      

      都是
 

是否其它的三位數（數字不能全相同）也都有這樣的結果？ 

 

19.3 移動遊戲、495 真美！參考解答 

【移動遊戲解答】我們可以發現前 3 個數字N 為7,13 7 6  及20 7 6 7   （需仔細檢

查此三種數字為何會贏）。事實上，N 的值有如下雙等差的關係： 

7,7 6 13,7 6 7 20,7 6 7 6 26, .N            

證明是這樣的：設數列 

1 2 37, 7 6 13, 7 6 7 20,a a a        依此類推。 

只需檢驗 2nN a  時，乙（後玩者）皆有辦法佔到 1na  或 na 二數中至少一數；如此下去

便可遞推至 1 7a  及 2 13a  的顯然情形了。 



【495真美！解答】答案是肯定的，證明如下。不妨設三位數為 ( , )abc a b c a c   , 那

麼一次操作之後為 

1 9 10 .a b c abc cba a c c a        

因為 ( 1) (10 ) 9a c c a      , 所以只要針對 990, 891, 782, 693, 594五位數字進行操作

即可。由 

990 990 099 891 981 189 792

972 279 693 963 369 594 954 459 495

     

        
 

得證。 

 

習題 19.1  若將移動遊戲中的 1, 2, 3, 4, 5 改為 

1,2,3.  

結果又如何？ 

 

習題 19.2  若將移動遊戲中的 1, 2, 3, 4, 5 改為 

1,2,3,4,5,6,7.  

那結果又如何？ 

 

習題 19.3  若將移動遊戲中的 1, 2, 3, 4, 5 改為 

1,2,3,4,5,6,7,8,9.  

那結果又如何？ 

 

習題 19.4  （握手問題）阿山夫妻參加一個宴會，連阿山夫妻，共四對夫妻參加。已知

在宴會中，夫妻彼此不互相握手且任兩人至多握手一次。當宴會結束後，阿

山詢問每一個人與多少人握過手，結果每個人（不包含阿山本人）回答的數

字都不一樣。試問在這次宴會中，阿山與多少人握過手？ 

 



習題 19.5  兩人輪流玩改變箭號方向的遊戲，規定每人每次須將所有箭號中的一個依順

時針或逆時針方向旋轉九十度。當出現兩個（或超過兩個）相鄰的箭號方向

一致時，可以每次消去兩個箭號，直到沒有相鄰且相同的箭號為止。最後將

所有的箭號消失者獲勝。如下的例子，試問：先玩者或是後玩者有必勝的策

略？ 

↑↓→↑←↑ 

【移動遊戲註解】如果將遊戲一的 1, 2, 3, 4, 5 改為1,2,3, ,n，則我們猜想後

玩者會贏的數列 0( 0)iw w  如下：當 21 2 (2 1)pn q   時， 

1 ( 1).i iw w n     

至於其餘的情況，有賴讀者繼續研究與猜測。 

 

 動手玩數學  

 

某人僅有 10公升、7 公升及 3 公升的量杯各一個，其中 10公升的量杯裝滿了水。請問：

在不將水倒離三個量杯外的情形下，應如何操作才能量得剛好五公升的水。又至少需幾

次才能完成？ 

 

 

 挑戰題  

 

這是一則很好玩的遊戲的特例，我們稱這個遊戲為“一子棋”。事實上，它是中國有名

的遊戲“拈”的另一種玩法。 

如下圖：它是一個8 6 的棋盤。 



 

今甲、乙兩人將一子棋子放置在棋盤的右上角（即座標是 (8,6)）的位置。遊戲規則是這

樣的：甲、乙兩人輪流將棋子依下列三種容許的方式在棋盤上移動（每次都必須從三種

容許的移動方法中選擇一種使棋子移動，不可將棋子停留在原位置不動） 

(1) 將棋子往正下方移動任意格。 

(2) 將棋子往正左方移動任意格。 

(3) 將棋子往左下方對角線的方向移動任意格。 

誰將棋子移動到原點就算他贏；如果你是玩者之一，你會選擇先玩或者後玩呢（每個人

都想當天生贏家）？如果棋盤改為 8 ×□且知道後玩者一定有辦法贏得這種“一子棋”

的遊戲。你能知道正整數□的值是那些嘛？ 

 

 完美的二元數列猜想  

 

如果數列 1 2{ , , , }na a a a 是一個n階數列，其中 {1, 1}ia   ，我們定義一個新的整數數

列 1 2{ , , , }nb b b b 如下： 
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例如四階數列 {1,1,1, 1}a   時 

{0,0,0,4};b   



四階數列 { 1, 1, 1,1}a     時 

{0,0,0,4}.b   

如果新的數列 1 2{ , , , }nb b b b 滿足 

1 2 3 1 0;n nb b b b b n       

則稱n階數列 1 2{ , , , }na a a a 是一個n階完美數列。例如四階數列 

{1,1,1, 1},{ 1, 1, 1,1}a       

就是兩個 4階完美數列；事實上，這也是截至目前為止所僅知的兩個完美數列。數學家

猜想沒有其它的完美數列。這個猜想自從數學家阿達馬引進所謂的阿達馬方陣（一種與

此猜想等價的特殊矩陣的敘述）以來，一直未被解決。 


